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Basis dan DimensiBasis dan Dimensi

Ruang vektor V dikatakan mempunyai Ruang vektor V dikatakan mempunyai 
dimensi terhingga  n  (ditulis  dim V = n) dimensi terhingga  n  (ditulis  dim V = n) 
jika ada vektorjika ada vektor--vektor evektor e11, e, e22, …, e, …, enn ∈∈ V yg V yg jj 11,, 22, ,, , nn ygyg
bebas linear. Himpunan { ebebas linear. Himpunan { e11, e, e22, …, e, …, enn} } 
disebutdisebut basisbasis dari V; dandari V; dan banyaknyabanyaknyadisebut disebut basisbasis dari V; dan dari V; dan banyaknya banyaknya 
maksimummaksimum vektor yang bebas linear vektor yang bebas linear 
adalah nadalah nadalah  n.adalah  n.
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Andaikan V = {uAndaikan V = {u11, u, u22, u, u33}, dengan }, dengan 
11 --11 1111 11 11

uu11=   2=   2 uu22== --11 dan udan u33 =    3=    3
--11 22 00

amati bahwa himpunan {uamati bahwa himpunan {u11, u, u22,, uu33} adalah } adalah bergantung bergantung p {p { 11,, 22,, 33}} g gg g
linearlinear; karenanya ; karenanya tidak bisa menjadi basistidak bisa menjadi basis untuk V.untuk V.
Tetapi misalnya himpunan {uTetapi misalnya himpunan {u11 uu22} adalah} adalah bebasbebasTetapi misalnya himpunan {uTetapi misalnya himpunan {u11, u, u22} adalah } adalah bebasbebas
linearlinear. Jadi {u. Jadi {u11, u, u22} adalah } adalah basisbasis untuk ruang V. untuk ruang V. 
KarenanyaKarenanya dim V = 2dim V = 2Karenanya Karenanya dim V = 2dim V = 2..
Demikian halnya {uDemikian halnya {u22, u, u33} juga } juga bebas linearbebas linear, oleh , oleh 
k it i jk it i j b ib i d i V d di V 2d i V d di V 2karena itu ia juga karena itu ia juga basisbasis dari V, dan dim V = 2.dari V, dan dim V = 2.
Contoh tersebut menunjukkan bahwa basis suatu Contoh tersebut menunjukkan bahwa basis suatu 
ruang vektor tidak tunggal. ruang vektor tidak tunggal. 
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Andaikan ruang V = {u, v, w, s}, di mana :Andaikan ruang V = {u, v, w, s}, di mana :
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Solusi : (menggunakan matriks)Solusi : (menggunakan matriks)
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Basis dari V = {(Basis dari V = {(--1 1 1)1 1 1)TT (0(0 --1 3)1 3)TT}}
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Basis dari V  {(Basis dari V  {( 1, 1, 1)1, 1, 1) , (0, , (0, 1, 3)1, 3) }.}.
Dim  V = 2.Dim  V = 2.
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Cari basis dan dimensi dari Ruang V = {u v w}; jikag V = {u, v, w}; jika
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Untuk RUntuk Rnn; dengan ; dengan 
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adalah basis dari Radalah basis dari Rnn, dan dim R, dan dim Rnn = n. = n. 
Basis {eBasis {e11, e, e22, …, e, …, enn} disebut } disebut basisbasis naturalnatural
atau atau basisbasis standardstandard. . 

⎞⎛
Jadi basis natural dari RJadi basis natural dari R22 adalah eadalah e11 =    =    
dd Di RDi R22 22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

⎞⎛0dan edan e22 =      .  Dim R=      .  Dim R22 = 2.= 2. ⎠⎝0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

05/03/200905/03/2009 66budi murtiyasa ums surakartabudi murtiyasa ums surakarta



Teorema Teorema 

Himpunan {uHimpunan {u11, u, u22, …, u, …, unn} yang bebas } yang bebas pp 11 22 nn y gy g
linear dari ruang vektor V berdimensi  linear dari ruang vektor V berdimensi  
n adalah sistem pembentuk bagin adalah sistem pembentuk bagin  adalah sistem pembentuk bagi n  adalah sistem pembentuk bagi 
ruang vektor V.ruang vektor V.
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Catatan :Catatan :

setiap sistem pembentuk yang bebas setiap sistem pembentuk yang bebas p p y gp p y g
linear adalah basis dari suatu ruang linear adalah basis dari suatu ruang 
vektorvektorvektor.vektor.
setiap himpunan {usetiap himpunan {u11, u, u22, …, u, …, unn} yang } yang p p {p p { 11,, 22, ,, , nn} y g} y g
bebas linear adalah basis  dari ruang bebas linear adalah basis  dari ruang 
vektor berdimensi nvektor berdimensi nvektor berdimensi n.vektor berdimensi n.
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Contoh :Contoh :
⎞⎛

Co toCo to
u, v, w u, v, w ∈∈ RR22, dng  u =      , v =      , w =     . , dng  u =      , v =      , w =     . ⎟⎟
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dapat diselidiki bahwa {u, v, w} dapat diselidiki bahwa {u, v, w} adalahadalah
b t li i j i t b t k Rb t li i j i t b t k R22bergantung linear; ia juga sistem pembentuk Rbergantung linear; ia juga sistem pembentuk R22..
Tetapi {u, v, w} tidak bisa menjadi basis RTetapi {u, v, w} tidak bisa menjadi basis R22..

sedangkan {u w} adalahsedangkan {u w} adalah bebas linearbebas linear ia jugaia jugasedangkan  {u, w} adalah sedangkan  {u, w} adalah bebas linearbebas linear, ia juga, ia juga
sistem pembentuk bagi Rsistem pembentuk bagi R22. Jadi himpunan. Jadi himpunan
{ } d l h{ } d l h b ib i t k Rt k R22 t b tt b t{u, w} adalah {u, w} adalah basisbasis untuk Runtuk R2 2 tersebut.tersebut.
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Teorema Teorema 

Jika ruang vektor V berdimensi n, Jika ruang vektor V berdimensi n, gg
maka setiap himpunan yang memuat maka setiap himpunan yang memuat 
+1 t t l bih d l h+1 t t l bih d l hn+1 anggota atau lebih adalah n+1 anggota atau lebih adalah 

bergantung linear (dependen).bergantung linear (dependen).bergantung linear (dependen).bergantung linear (dependen).
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Contoh :Contoh :
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dapat diselidiki bahwa {u, v, w} dapat diselidiki bahwa {u, v, w} pasti pasti 
bergantung linear; mengapa ?.bergantung linear; mengapa ?.

11 --11 22 11 33
V = V = 22 11 --11 33 22

--11 11 --22 22 --11--11 11 --22 22 --11
Bebas linear atau bergantung linear ?Bebas linear atau bergantung linear ?
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Ruang Jumlah Ruang Jumlah 

Jika U dan W adalah subspace dari V, Jika U dan W adalah subspace dari V, pp
ruang jumlah dari U dan W adalah ruang jumlah dari U dan W adalah 
U + W { + |U + W { + | U d nU d n W}W}U + W = {u+w | u U + W = {u+w | u ∈∈ U dan w U dan w ∈∈ W}.W}.
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S l iSolusi :
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Untuk mencari basis U + W dikerjakan sebagaiUntuk mencari basis U + W dikerjakan sebagai
berikut :
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Basis U+W ={(1,-1,2,1)T,(0,-1,5,4)T,(0,0,1,2)T,(0,0,0,1)T}{( , , , ) ,( , , , ) ,( , , , ) ,( , , , ) }
Dim  U+W = 4.
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Teorema Teorema 

Jika U dan W subspace dari V, maka Jika U dan W subspace dari V, maka pp
U+W adalah juga subspace dari V.U+W adalah juga subspace dari V.
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Amati bahwa :Amati bahwa :

dim (U + W) = dim U + dim Wdim (U + W) = dim U + dim W dim (Udim (U ∩∩ W)W)dim (U + W) = dim U + dim W dim (U + W) = dim U + dim W –– dim (U dim (U ∩∩ W)W)



Ruang Jumlah LangsungRuang Jumlah Langsung

U dan W subspace V. Ruang V adalah U dan W subspace V. Ruang V adalah p gp g
jumlah langsung (jumlah langsung (direct sumdirect sum) dari U ) dari U 
dan W ditulis Udan W ditulis U ⊕⊕ W jika setiapW jika setiapdan W, ditulis U dan W, ditulis U ⊕⊕ W, jika setiap W, jika setiap 
vektor v vektor v ∈∈ V dapat dinyatakan dalam V dapat dinyatakan dalam 
satu cara dan hanya satu carasatu cara dan hanya satu cara
sebagai v = u + w; di mana usebagai v = u + w; di mana u∈∈U danU dansebagai v  u + w; di mana usebagai v  u + w; di mana u∈∈U dan U dan 
ww∈∈W.W.

05/03/200905/03/2009 1919budi murtiyasa ums surakartabudi murtiyasa ums surakarta



Andaikan U dan W subspace V, di manaAndaikan U dan W subspace V, di mana
aa 00

U = b dan W = 0U = b dan W = 0U     b     dan   W    0U     b     dan   W    0
0                      c0                      c
aa

V = b adalahV = b adalah jumlah langsungjumlah langsung dari U dan Wdari U dan WV =    b   adalah V =    b   adalah jumlah langsungjumlah langsung dari U dan Wdari U dan W
cc

44 44 00
Sebab misalnya : 8 =Sebab misalnya : 8 = 8 + 08 + 0Sebab misalnya :    8  =Sebab misalnya :    8  = 8   +   08   +   0

77 0     0     77
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Andaikan U dan W subspace V, di manaAndaikan U dan W subspace V, di mana
aa 00 aa

U = b dan W = b maka V = bU = b dan W = b maka V = bU     b     dan   W    b  , maka  V   bU     b     dan   W    b  , maka  V   b
0                      c0                      c cc

adalah adalah bukan jumlah langsungbukan jumlah langsung dari U dan Wdari U dan W
44 44 0044 44 00

Sebab misalnya :    8  =Sebab misalnya :    8  = 5   +   35   +   3 atauatau
77 0     0     77
44 44 0044 44 00
8  =8  = 2   +   62   +   6 dsb.dsb.
77 0     0     77
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Teorema Teorema 

RuangRuang vektorvektor V V dikatakandikatakan jumlahjumlahgg jj
langsunglangsung daridari subspace U subspace U dandan W   W   
jikajika dandan hanyahanya jikajikajikajika dandan hanyahanya jikajika
(1) U + W = V, (1) U + W = V, dandan( ) ,( ) ,
(2) U (2) U ∩∩ W = { 0 }.W = { 0 }.
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Ruang Baris dan Ruang KolomRuang Baris dan Ruang Kolom

Untuk matriks Untuk matriks AAmxnmxn, maka , maka mxnmxn

dimensi dari ruang barisdimensi dari ruang baris = = 
di i k ldi i k ldimensi ruang kolomdimensi ruang kolom..
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•Berapa dimensi ruang baris dari :
⎞⎛ 211 ⎞⎛ 211 ⎞⎛ 211

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

−

−

121
112
211

~
H

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

−
−

−

330
330

211

~
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

−
−

000
330

211

~
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

−
−

000
110

211

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ 033 ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ −660 ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ 000 ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ 000

Ada dua baris tidak nol berarti dimensi = 2Ada dua baris tidak nol, berarti dimensi = 2.

Be apa dimensi ang kolom da i•Berapa dimensi ruang kolom dari :
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Ada dua kolom tidak nol, berarti dimensi = 2.
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