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Si il itSi il itSimilaritasSimilaritas

• Dua matriks transformasi A dan B dikatakan 
similar jika terdapat matriks nonsingular Rsimilar jika terdapat matriks nonsingular R 
sehingga  B = R-1AR
C h• Contoh :
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Sifat :Sifat :
1) dua matriks yang similar mempunyai

akar karakteristik yang samaakar karakteristik yang sama

22 )) jika Y adalah vektor karakteristik
dari B yang berhubungan dengandari B yang berhubungan dengan
akar karakteristik λi, maka X = PYi,
adalah vektor invarian A yang
berhubungan dengan akarberhubungan dengan akar
karakteristik λi.



Persoalannya sekarang adalah :Persoalannya sekarang adalah :
Jika diketahui dua matriks 

A dan B, bagaimana mendapatkan 
t ik P hi b l kmatriks P sehingga berlaku 

P-1AP = B ?P AP = B ?



•• Cari akar dan vektor karakteristik dariCari akar dan vektor karakteristik dari
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M t ik Di lM t ik Di lMatriks DiagonalMatriks Diagonal

⎟
⎞

⎜
⎛− 003

D = 
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝ 900
070 . Akar dan vektor karakteristik dari matriks D
⎠⎝ 900

adalah λ1 = -3 λ2 = 7 dan λ3 = 9 Dengan vektoradalah  λ1  3, λ2  7, dan λ3  9. Dengan vektor 
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Setiap matriks diagonalSetiap matriks diagonalSetiap matriks diagonal Setiap matriks diagonal 
berdimensiberdimensi nnxxnn pastipastiberdimensi  berdimensi  nnxxnn pasti pasti 
mempunyaimempunyai nn vektorvektormempunyai  mempunyai  nn vektor vektor 

yang bebas linearyang bebas linearyang bebas linear.yang bebas linear.



Similar dengan Matriks Diagonal :Similar dengan Matriks Diagonal :Similar dengan Matriks Diagonal : Similar dengan Matriks Diagonal : 
Pendiagonalan MatriksPendiagonalan Matriks

••Teorema :Teorema :
Setiap matrik A bedimensi Setiap matrik A bedimensi nnxxnn yg yg 

ii k b bk b bmempunyai  mempunyai  nn vektor yang bebas vektor yang bebas 
linear similar dengan matrikslinear similar dengan matrikslinear similar dengan matriks linear similar dengan matriks 
diagonal.diagonal.



B ktiB ktiBukti:Bukti:
Andaikan X1, X2, X3, …, Xn adalah vektor invarian yg1, 2, 3, , n yg

berhubungan dng akar karakteristik λ1, λ2, λ3, .., λn

sehingga AXi = λi Xi  (i = 1, 2, 3, …, n).   

Andaikan P = [X1 X2 X3 X ] makaAndaikan P  [X1  X2  X3 …  Xn], maka

AP = A[X1  X2  X3  …  Xn] = [AX1  AX2  AX3  …  AXn] 

AP = [λ1X1  λ2X2  λ3X3  …  λnXn]  



Bukti…Bukti…
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AP = [X1 X2 X3 X ] diag(λ1 λ2 λ3 λ )AP  [X1  X2  X3  …  Xn] diag(λ1, λ2, λ3, .., λn)

AP = P D 

P-1AP = P-1P D 

P-1AP DP-1AP = D 

Jadi matriks A similar dengan matriks diagonal D, sebabg g ,

ada matriks non singular P sehingga P-1AP = D. 



••MatriksMatriks AAnnxxnn ygyg mempunyaimempunyai nnMatriksMatriks AAnnxxnn ygyg mempunyaimempunyai nn
vektorvektor invarianinvarian ygyg bebasbebas linear linear 
dinamakandinamakan diagonalisabeldiagonalisabel ((dapatdapat
didi lkdidi lk / i il/ i il dddidiagonalkandidiagonalkan / similar / similar dengandengan
matriksmatriks diagonal)diagonal)matriksmatriks diagonal). diagonal). 



Algoritma utk mendiagonalkan matriks Anxn :
(1) cari akar-akar karakteristik dari matriks A, yaitu λi (i =    i

1,2, 3, …, n)
(2) cari vektor-vektor karakteristik dari A yg berhubungan 

dengan akar-akar karakteritik λi.
(3) Jika banyaknya vektor invarian < n, maka A tidak 

di li b l S l idiagonalisabel. Selesai.
(4) Jika banyaknya vektor invarian = n, maka  A 

diagonalisabel Selanjutnya :diagonalisabel. Selanjutnya :
(4.1). Ambil P = [X1  X2  X3  …  Xn], dengan  X 

adalah vektor invarian dari Aadalah vektor invarian dari A.
(4.2). Cari P-1

(4.3). P-1AP = D = diag(λ1, λ2, λ3, .., λn), dengan(4.3). P AP  D  diag(λ1, λ2, λ3, .., λn), dengan 
λi adalah akar-akar karakteristik dari A.

(4.4). selesai. ( )



t ht hcontohcontoh
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 diagonalisabel ?. Jika ya, cari
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matriks P sehingga P-1AP = D (diagonal).matriks P sehingga P AP  D (diagonal).



t ht hcontohcontoh
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matriks P sehingga P-1AP = D (diagonal).gg ( g )



t ht hcontohcontoh
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•• Apakah matriks  A =               Apakah matriks  A =               
di li b l ?di li b l ?
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diagonalisabel ?diagonalisabel ?
Jika ya, cari matriks  P sehingga PJika ya, cari matriks  P sehingga P--11AP = D AP = D 
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J a ya, ca at s se ggaJ a ya, ca at s se gga
(Didagonal). (Didagonal). 



t ht hcontohcontoh
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•• Apakah matriks  B =               Apakah matriks  B =               
di li b l ?di li b l ? ⎟
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diagonalisabel ?diagonalisabel ? ⎟
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Jika ya, cari matriks  P sehingga PJika ya, cari matriks  P sehingga P--11BP = D BP = D 
(Diagonal)(Diagonal)(Diagonal). (Diagonal). 



Similaritas dari matriksSimilaritas dari matriks--matriksmatriksSimilaritas dari matriksSimilaritas dari matriks matriks matriks 
SimetriSimetri

•• Jika A matriks simetri, yaitu AJika A matriks simetri, yaitu ATT = A, = A, 
k d t dit k t ikk d t dit k t ikmaka dapat ditemukan matriks maka dapat ditemukan matriks 

ortogonal R sehingga Rortogonal R sehingga R--11AR = D AR = D g ggg gg
(diagonal).(diagonal).

•• Teorema :Teorema :
VektorVektor--vektor invarian dari matriks vektor invarian dari matriks 
simetri yg berasal dari akar karakteristiksimetri yg berasal dari akar karakteristiksimetri yg berasal dari akar karakteristik simetri yg berasal dari akar karakteristik 
yg berbeda adalah saling ortogonalyg berbeda adalah saling ortogonal



buktibukti
Andaikan X1 dan X2 adalah vektor invarian yg berasal dari

λ d λ (d λ λ ) d i t ik i t i A kλ1 dan λ2 (dengan λ1 ≠ λ2 ) dari matriks simetri A, maka :

AX1 = λ1X1AX1  λ1X1 
TX2 AX1 = TX2 λ1X1     (1) 

( TX2 AX1)T = (λ1
TX2 X1)T 

TX1 ATX2 = λ1
TX1 X2 

TX1 A X2 = λ1
TX1 X2     (2) 



bukti…bukti…
Sementara itu juga :Sementara itu juga :

AX2 = λ2X2 
TX A λ TX (3)TX 1 AX2 = λ2

TX 1 X2  (3)

( TX 1 AX2)T = (λ2
TX 1 X2)T 

TX 2 ATX1 = λ2
TX 2 X1 

TX 2 A X1 = λ2
TX 2 X1 (4)2 A X1  λ2 2 X1  (4)

dari (2) dan (3) : 

λ TX X λ TX Xλ1 X 1 X2 = λ2 X 1 X2

λ1
TX 1 X2 -  λ2

TX 1 X2 = 0 

(λ1- λ2)
TX 1 X2 = 0  atau  TX 1 X2 = 0  

 

Ini berarti X1 ortogonal X2. 



Untuk matrik simetri A, algoritma untuk mendapatkan Untuk matrik simetri A, algoritma untuk mendapatkan 
matriks ortogonal R sehingga Rmatriks ortogonal R sehingga R--11AR = D (diagonal) adlh AR = D (diagonal) adlh 

(1) cari akar karakteristik dari A(1) cari akar karakteristik dari A(1) cari akar karakteristik dari A(1) cari akar karakteristik dari A
(2) cari vektor invarian dari A(2) cari vektor invarian dari A
(3) jika semua akar karakteristik berbeda, maka vektor invarian (3) jika semua akar karakteristik berbeda, maka vektor invarian ( ) j ,( ) j ,

X1, .., Xn adalah saling ortogonal.X1, .., Xn adalah saling ortogonal.
(3.1) normalisir vektor(3.1) normalisir vektor--vektor X1, …, Xn sehingga menjadi Y1, vektor X1, …, Xn sehingga menjadi Y1, 

Y2 YnY2 YnY2,…, Yn. Y2,…, Yn. 
(3.2) Matriks ortogonal R = [Y1  Y2  … (3.2) Matriks ortogonal R = [Y1  Y2  … Yn].Yn].
(3.3) R(3.3) R--11AR = D (diagonal). Selesai.AR = D (diagonal). Selesai.( )( ) ( g )( g )

(4) (4) Jika ada akar karakteristik yg samaJika ada akar karakteristik yg sama, misalnya , misalnya λλ11 = = λλ22, , 
maka  X1 dan X2 belum ortogonal; sedangkan X3, …, Xn sudah maka  X1 dan X2 belum ortogonal; sedangkan X3, …, Xn sudah 
ortogonalortogonalortogonal.ortogonal.
(4.1) lakukan proses Gram(4.1) lakukan proses Gram--Schmidt thd X1 dan X2 sehingga Schmidt thd X1 dan X2 sehingga 

menjadi W1 dan W2 yang saling ortogonal.menjadi W1 dan W2 yang saling ortogonal.
(4.2) Ambil W3 = X3, …, Wn = Xn(4.2) Ambil W3 = X3, …, Wn = Xn
(4.3) Normalisir vektor(4.3) Normalisir vektor--vektor W1, W2, W3, …, Wn sehingga vektor W1, W2, W3, …, Wn sehingga 

menjadi Y1 Y2 Y3 Ynmenjadi Y1 Y2 Y3 Ynmenjadi Y1, Y2, Y3, .., Yn.menjadi Y1, Y2, Y3, .., Yn.
(4.4) Matriks ortogonal R = [Y1  Y2  … (4.4) Matriks ortogonal R = [Y1  Y2  … Yn].Yn].
(4.5) R(4.5) R--11AR = D (diagonal). Selesai.AR = D (diagonal). Selesai.



t ht hcontohcontoh

•• Cari matriks ortogonal R sehingga RCari matriks ortogonal R sehingga R--11AR = DAR = D
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t ht hcontohcontoh

•• Cari matriks ortogonal R sehingga RCari matriks ortogonal R sehingga R--11BR = DBR = D
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t ht hcontohcontoh

•• Cari matriks ortogonal R sehingga RCari matriks ortogonal R sehingga R--11CR = DCR = D
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t ht hcontohcontoh

•• Cari matriks ortogonal R sehingga RCari matriks ortogonal R sehingga R--11FR = DFR = D
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--11AR = D (diagonal), jika matriks AR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 BR = D (diagonal), jika matriks BR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 CR = D (diagonal), jika matriks CR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 ER = D (diagonal), jika matriks ER = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 FR = D (diagonal), jika matriks FR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 GR = D (diagonal), jika matriks GR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 HR = D (diagonal), jika matriks HR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 KR = D (diagonal), jika matriks KR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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L tihL tihLatihan Latihan 

•• Cari matriks ortogonal R sehingga    Cari matriks ortogonal R sehingga    
RR--1 1 LR = D (diagonal), jika matriks LR = D (diagonal), jika matriks 
transformasitransformasitransformasi transformasi 
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